Nech L4, L, st jazyky.
a) Zistite a dokaZte, kol’ko slov mézZe mat’ jazyk L,* N L,*.
b) Dokazte, ze (L*)* = L*.

a) RieSenie:
Pocet slov: Vieme, zee e Li*Ly* lebo € € L;* astcasne € € [,*
(Lebo Li* ={UL,"|i>0} aL;"={g} , pre L,* podobne )

Nech potom mnozina L1* m L,* obsahuje okrem ¢ aj nejake ine slovo, napr. u.
Z toho dostaneme, ze uel;* a stiCasne ue L*.
Ak ueL*, z toho dostaneme: 3 i: ue L', ale z toho dostaneme aj to, ze pre

_____ ukazat, 7e (L") € Li*
alne: 1-raz -
& L1 (-krat) = (L1.L;...Ly).(Li.Ly...Ly) . ... . (Li.Ly...Ly)=L ",

Takze, ked’ u €L;*, potom aj uj eLi* ; ked'Ze uel,*, potom aj u Tel,*.
ZAVER : u’eLl* a sadasne u’el,*, preto u’el,*NL,*, takZze ak prienik obsahuje
okrem ¢ aj nejaky iny prvok, tak ich obsahuje nekonecne verla.

b) Riesenie:
(L¥)* = L*.
a) (L*)*cL*
Nech u € (L*)*, potom Ji: ue (L¥) I ateda Jiy,..5 1 ue L Li2°..°LiJ" 7 &oho
dostavame, ze ueL"” kde n=Xi; a ked’ze L"cL*, tak uel*
(L*¥)* = { (L*)"(L*)' (L*)%,....}, z toho vidime platnost’ inklazie
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Rozhodnite, ¢i plati.

a) Ll* . Lz* = (Ll . Lz)*

b) Ll* . Lz* . Ll* = (Ll . Lz)*
C) (Ll* . Lz* . Ll*)* = (Ll . Lz)*

Riesenie:
a) Neplati, kontra-priklad :
Li={a} >DL*={gaa’a,. ..}
Ly= {b}> Lo*= {e,b,b’b’,...}
L;.L, = {ab} > (L,.L,)* ={ab,abab,(ab)’,...}
L* Ly* = [l = {c.a.b,ab.aab,abb,...} [l
Ako kontraslovo sa sa da pouzit’ a,b apod.

b) Neplati: Sta¢i pouzit’ vysledok a), lebo L1 *.Ly* < Lq*.L,*.Ly* (staci za L,* poloZit g )

Neplati : Sta&i pouzit b), lebo (L1*.Lo*.L1*) * =L1*.Lo*.Li*< (L1*.Lo*.L1*) *,
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Rozhodnite, ¢i plati.
a) Ak L = L* tak L =2
b) Ak L = L? tak L = L*
c) L*=(L3* U (L . (LY)*)

RieSenie :
a) Plati
Podmienku L=L* si rozpiSeme na L = {I,L,LZ,L?’,...} , ti mdZeme rozpisat na 2
inkluzie:
Lc {&,L,L2L3...}, sugasne {gL,L%L3%..}  cL > L%cL
Z podmienky L=L* a ¢ € L* vyplyva, Ze ¢ € L.
KedZe L?=L.L atieZ ¢ € L, potom L.{e} e L => L.{e}cL? > LclL?
Dokéazali sme Ze pfi podmienke L=L* plati (L’cL A LcL?) > L=L?

b) Neplati. Ak L=, tak L=L2=g, ale L*={¢} = & [l
c) Plati o
Cheeme : L*c (L)* U(L. (L)*), L* = {g,L1 L5 L%, .. LEL LEFE,)

potrebujeme ukézat, Ze kazda z tychto mnoZin je podmnoZinou (L%* U (L . (L3)*)

Nech mame mnoZinu tvaru L*, i > 0 potom L*" = (L?) 'e (L%
Nech mame mnoZinu tvaru L2™%i > 0 potom L™ = L.(L?) 'e L.(L?)

Z toho dostavame, 7e L* = (L9)* U(L . (L)*)
Chceme : (LA)* U(L . (LH*)c L*

(LY =L* cL*
L(LZ)* - L2*|+lg L*

Dostali sme platnost oboch inkluzii a teda platnost rovnosti.
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Majme homomorfizmus h nad abecedou = {a} taky, Ze h(a) =¢ . Nech L ={a}.
Porovnajte mnoziny:

a) h™(L*) a h(L¥)

b) (L") a h(L")

a) L*={¢g, a,aa,aaa,...} ,
hL*) ={ ¢ | [MMBIER (z pr.2.2.2 na st.8 vo Foriskovich skriptach-ver.13.4.04)
h(L*) = { ¢,a,aa,aaa...} (kazdy prvok sa zobrazi na ¢, inverzny k a neexistuje)
h(L*) < h™(L¥)

b) h(LY={¢}
h(LY) =@ (kedze L'={a,aa,aaa,...}, [EHCISENICICZ00IaE)

h™*(L") < h(L")
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a) Rozhodnite, ¢i plati: ak L*= L3, tak L =L°.
b) Nech % je homomorfizmus, Li, L, jazyky. Porovnajte mnoziny A(L1 M Lo) a h(L1) M h(L>).

Riesenie:
a) Neplati, kontrapriklad : Nech L = {a}* - {aa}
Potom L’ = {a}*, L= {a}* ateda L*=1’, ale evidentne L* # L (aacL” ale aagL)

b) MobzZe ale nemusi nastat’ rovnost’, jedna inkluzia plati vzdy:
i. AkL; =1Ly, tak h(L1 N Ly) = h(L1) N h(Ly).

ii. NechL;= {ab},L,={ac} a h(a)=a
h(b) =¢
h(c)=¢

Potom A(L1) N h(L2) & h(L1 N Ly)

iii. Inklazia h(L; m Ly) < h(L1) m h(L,) musi nastat’, lebo ak ueL; n Ly, potom
plati, Ze ueL; a sucasne uel,, preto h(u)eh(L;)a sucasne h(u)eh(L,), ale z
toho vyplyva, ze h(u) < h(L;) n h(L»), a to plati pre kazdy prvokuelL; N L, a
preto inkluzia plati.
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Nech h je homomorfizmus, L1, L, jazyky. Porovnajte mnoziny:
a) ' (Li nLy) ah(L) nh'(Ly)
b) h'(Li U Ly) ah(L1) U h'(Ly)

RieSenie :
a) h'(Li nLy) =h'(L) nh'(Ly)

Plati : h'(L; n Ly) c h''(L) nh'(Ly) , lebo

Dokaz:

Vue h'(LinLy):3veLinLy:hu)=v=>veLiaveL,=>h'(v) e h' (L) Ah'(v) e (L) =
= h'(v) e h'(L) nh'(Ly) = u e h'(L) nh'(Ly)

Slovne : Ak je nejaky prvok u z mnoZiny h'(Li N Ly), potom vieme, Ze obraz u leZi v mnoZine
L1 N Ly, tj. existuje prvok v z mnoziny L; N L, taky, ze h(u) = v, z toho ale vyplyva, ze prvok v lezi v
mnozine L; a sicasne v mnozine L,. Ked’Ze v lezi v mnozine L, tak jeho vzor musi lezat’ v mnozine h'(L)),
ked’ze v lezi v mnozine L, tak jeho vzor lezi v mnoZine h™(L,) . Z toho dostavame, Ze vzor v leZi v mnoZine
h'(Li) N h''(Ly), a jeho vzorom je prave u.

Pozn. Aj ked’ uvaddzam Ze vzorom je prave u, mézeme za u povazovat’ cela triedu vzorov, pretoze v
pripade neinjektivheho homomorfizmu sa mi moZze na jeden prvok zobrazit’ vel'a prvkov (4. staci ked’ sa
nejaké pismeno zobrazi na €). V dokaze to nerobi problémy, lebo vSetky sa zobrazia prave na jeden prvok a
jeho vzorom je mnoZina prave vsetkych tychto prvkov.

Plati : h'(L)) nh'(Ly) ch''(Li N Ly)

Dokaz :

vue h'(L)) nh''(Ly) :ue (L)) Aue h''(Ly) = h(u) € L Ah(u)e Ly= h(u) e L n L, =
= ue h-l(Ll N L)

b)h'(LiuLy)=h"(L) Uh'(Ly)

Plati : h'(L)) U h''(Ly) c h''(L) U Ly)

Dokaz :

vue (L)) Uh'(Ly) = :ue h''(L)) vue h'(L,) = h(u) € L; v h(u)e L, =h(u) e Liu L, =
= ue h-l(Ll U L)

Plati h'(L; U Ly) c h™' (L)) U h''(Ly)

Dokaz

Vue h'(LiuLy):3ve LiuLy:huy=v=>veLivveL,=h'(v) eh' (L) vh'(v) e h'(L) =
= h'(v) eh'L)uUh'(Ly) =>ueh'(L)uh'(L)

Pozn. Dokaz druhej Casti je relativne trividlny, staci v dokazoch prvej €asti zamenit’ prieniky za zjednotenia a
symbol A za symbol v (pravda, az po zvazeni, ze to skuto¢ne plati © )
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Nech L = {a} je jazyk nad abecedou X = {a}, nech h je homomorfizmus zo X "dox” taky, Ze h(a’) = &.
Zistite, ako Vyzeraiﬁ nasledujice jazyky:

a) L1 = ("' (h(L))

b)L,=L". (h(L))"

¢c)L;=L.h"(L)

Riesenie : Skor nez za¢neme uvazovat’ nad jednotlivymi ulohami je dobré si ukdzat’, na €o sa zobrazi h(a).
Vieme, ze h je homomorfizmus, a preto h(a®) = h(a).h(a®) = h(a).h(a).h(a). Keby h(a) = a, tak h(a’)=a’, a to
je v spore so zadanim, preto jedind moznost’ je : h(a) = &.

Potom jednotlivé ulohy maju toto rieSenie:

L =(h'({e})) = ({eaa’a’...}) = {eaa’a’ ...}

Ly=L". (h(L) = {aa} . ({e})" = {&,aa}

L;={a} . d = (={}, lebo je to mnozina prvkov u.v, kde ue {a} a ve {}, ale také v neexistuje)
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Néjdite ¢o najjednoduchsi mnozinovy zapis jazyka generovaného gramatikou G = (N, T, P, S), kde
N={A,B,CD,S}, T=1{0, 1},

P={

S>A|B

A 2> CICICA | ¢

B - BDODOD | ¢

C>0C|e

D> Dl e

}. (Hint: ¢o najstrucnejsie popiste slova jazyka L, tento popis potom prepiste do formalneho mnozinového
zapisu.) Svoje tvrdenie zddvodnite.

Riesenie : L(G) = {w |w e {a,b}*, #o(w) =2k alebo #(w) =2k, k>0}

Slovne : gramatika generuje slova z mnoziny {0,1}*, ktoré obsahuju bud’ parny pocet nul alebo parny pocet
jedniciek.

Zdovodnenie :

Pravidlo C=2>0C | ¢ znamena, ze z neterminalu C vygenerujem 'ubovol'ny prvok mnoziny {0}*, pravidlo
D->D1 | € znamena, ze z neterminalu D vygenerujem l'ubovolny prvok mnoziny {1}*.

Potom si treba v§imnat prvého pravidla S = A | B, kde vidime rozdelenie na dve vetvy A a B, priCom pri
odvodzovani z A pouzivam iba A a C, a pro idvodzovani z B pouzivam iba B a D, takze kazda vetva pouziva
svoje dve pravidla.

Ked’ sa pozrieme na pravidla A: vidime, Ze geneguju vyraz tvaru {C1C1C}*.

Potom, ak vezmem slovo z tejto mnoziny we {C1C1C}*, tak w = ujus...u, pre nejaké n (nech n>0) a pre
nejaké u;e {C1C1C}. Z toho vidime, ze kazdé u; obsahuje prave dve jednicky a medzi nimi 'ubovol'ne
umiestnené 0, preto w obsahuje 2n jedniciek.

Pre odvodzovanie z B m6Zeme pouzit podobne vytvoreny postup.
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Néjdite ¢o najjednoduchsi mnozinovy zapis jazyka generovaného gramatikou G = (N, T, P, S), kde
N={A,B,C S, P}, T={a,b,c},
P={

S =>AS|P

P -S> BP|CP

BA - AB

AB - BA

Ba - ba

Aa - aa

Ac 2 ac

Cc =>cc

CP =>c

}. Svoje tvrdenie zdovodnite.

RieSenie :
L{G} = {a'd |i>0j>1} u{b%a'd |>ij>1, ec{l1,0}}

Slovne : Gramatika vygeneruje l'ubovolni postupnost’ a a postupnost’ asponl jedného c, a ak sa v iom nachadza a,
tak sa na zaciatku méze nachadzat’ b.

Postup : Najskor si mézeme vytvorit’ mnozinu vSetkych slov z netermindlov. V prvom pravidle si v§imneme
moznost’ vytvorit’ mnozinu v tvare A*S, d’alej sa da pokracovat’ iba pomocou pravidla S=>P, takze dostaneme
mnozinu A*P. Pravidla P so spravaju podobne ako pre A, rozsiria mi moznosti na tvary A*{B,C}*P. TakZe som
schopny vytvorit’ 'ubovolnti postupnost’ A-ok, za flou 'ubovol'nt postupnost’”  B-ok a C-Cok. ESte si vS§imneme
pravidiel AB>BA a BA->AB, tie mi umonuju 'ubovolne popresuvat’ A a B medzi sebou. Mézem preto tvrdit,
ze sa da vytvorit 'ubovol'né slovo v tvare {A,B}*{B,C}*P. Staci si uvedomit, Ze mnozina slov tvaru {B,C} moze
mat’ na zaciatku poZadovany (akykol'vek) pocet B a tie som schopny umiestnit’ 'ubovol'ne medzi A.

Potrebujem teraz zistit,, pre akii podmnozinu slov v naSom tvare som schopny ndjst’ odvodenie veduce
k terminalnemu slovu.
Ako je vidno, temindly dostanem za pouzitia pravidiel, ktoré na 'avej strane maja aj terminal, preto st vSetky
okrem jedného na zaciaktku nepouzitel'né. Ako prvé musim pouzit’ pravidlo CP->c¢, ked’ mi vznikne neterminal
a umozni mi pouzit’ d’al'Sie dve pravidla. Znamena to ale aj, ze kazdé slovo, ktoré sa ma dat’ previest’ na
netermindly, musi obsahovat’ CP a ked’ze P sa vyskytuje vzdy iba na konci, tak regularne slova st v tvare wCP.
Slovo tvaru wCP méZeme previest' na we. Aby sme toto mohli ukoncit, muselo by w byt’ € alebo w musi na konci
obsahovat’ A alebo C, (S,P nebudem uvazovat, lebo CP dostanem az po ich odstraneni). Ak by sa tam nachadzalo
B, dalo by sa pokracovat’, ak by pred nim bolo A a urobili by sme ich vzajomni vymenu, ale ten pripad je
zahrnuty v tvare {A,B}*{B,C}*P, ked za (B,C)* vyberieme €.
Rozoberme nasledujuce pripady:
- ak mame slovo v tvare uCCP, tak sme schopni ho previest na tvar ucc, a tak isto mézeme pokracovat’,
ak tam je viac C.
- ak méame slovo v tvare uACP, tak ho mézeme previest’ na uac, ale tu prichddzame k obmedzeniu d’al’sej
vol'by, a to na koniec u. Tam sa mdze nachadzat’ A a tak by sme mohli pokracovat, alebo tam méoze byt
B. Ak by to bolo B, mame slovo v tvare vVBACP, ktoré sa odvodi na vbac. Nech ale kon¢i v na
I'ubovolny netermindl, ten sa uz nebuda dat’ previest’ na terminal.
Zhrnutim tychto moZnosti dostdvame mnozinu uvedenu ako rieSenie.
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Zostrojte bezkontextovi gramatiku, ktora bude generovat’ jazyk vSetkych dobre uzatvorkovanych vyrazov nad
abecedou Sigma = { (,),[,] }.

( T.j. v L(G) maja byt napr. slova epsilon, (()()), ([]), ale nie ([)], (( ani ][. )

Dokazte spravnost’ vasej konstrukcie

Riesenie : G = ({S}, { (,).[,] },P,S)
P={ S>¢|SS[(S)|[S]}

To, Zze gramatika generuje spravne rieSenie je zrejmé, pravidlo S=>SS pouzijeme, ked’ chceme dostat’ 2 zatvorky
za sebou, inak pouzijeme zvySné pravidla na vnorenie zatvoriek do seba alebo pre ukoncenie generovania

v danej Casti, tak isto je vidno, Ze l'ubovol'ny vyraz sa d& vygenerovat’ tak, Ze vezmeme vyraz a ten budem mat’
urcity pocet ,,prvouroviiovych zatvoriek, tj. bude tvaru (vyraz)(vyraz)...(vyraz). Tak si nagenerujeme
dostato¢nil postupnost’ S za sebou a postupne vytvarame vnutra zatvoriek.

Este to ale treba dokazat,, tj. dokazat’, ze generuje iba zadany jazyk a Ze dokaze vygenerovat’ I'ubovolny
uzatvorkovany vyraz:
a) ze generuje iba spravne uzatvorkované vyrazy :
Indukciou vzhl'adom na dizku odvodenia.
IP ,,: Kazda vetna forma odvodena na m krokov je bud’ spravne uzatvorkovany vyraz alebo obsahuje
symboly S, ktor¢ sa nachddzaju medzi zatvorkami (ktoré spolu ,,sedia“ alebo mimo zatvoriek ,tj. je tvaru
uwS"v, alebo wS" alebo S"w, kde w je dobry vyraz a u,v tvoria v tomto poradi spravne uzatvorkovanie
(dé sa tvrdit, Ze uv je spravne uzatvorkovany vyraz). Vyraz € je korektny.

Pre m=0 : kazd¢ odvodzovacie pravidlo prevedie S na korektny vyraz

Predpokladajme platnost’ IP pre m=k, chceme platnost’ pre
m=k+1.
Podra IP je slovo v niektorom z tvarov:
1) uz je spravne uzatvorkovany vyraz, takze je to v poriadku, d’al'Sie odvodzovanie nie je mozné
2) uwS"v=uwSS"'v > uwS"'v
> uSwSS*'v=usS""v

> uw(S)S" v - tvar uwS"v

> u[S]S"'v - podobny pripad
3) tvar wS" > ws™!

9 W Sn+l

> w(S) s™! - tvar wS"

> w[S] s™! - podobne

4) tvar S"w bude vyzerat’ obdobne

Z kazdého tvaru mozeme odvodit’ iba dobry tvar, takze mame dokazané, ze vieme odvodit’ iba
spravne tvary a teda naSa gramatika generuje iba jazyk L.
b) Potrebujeme dokazat’ ze G vygeneruje kazdé slovo z L, dokazeme indukciou na dizku odvodeného
slova.
IP : Vieme odvodit’ spravne uzatvorkovany vyraz dizky 2k (zatvorky sa paruju)
Pre n=0, tj. [w=0, w= ¢, & vieme odvodit’, takze tvrdenie plati
Pre n = 2(k+1), Ju| = 2k+1, tak m6zu nastat’ pripady :
u je tvaru (v) alebo [v], tak pouzijeme pravidlo S (S) alebo S=>[S], a ked’ze |v| = k, vieme ho podl'a IP
odvodit’, preto po dosadeni dostaneme (v) alebo [v]
u je tvaru vw (V£ €, W# &, t]. [V[>2,|w| >2) a [v|<k, |w|<k, ked’ pouzijeme pravidlo S=>SS a z IP vieme
odvodit’ v aj w tak vieme odvodit’ z SS>*vS>*vw = u.

Zaver : Ekvivalencia je dokdzana.
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Zostrojte regularnu gramatiku, ktord bude generovat’ jazyk vsetkych telefonnych ¢isel do
mobilnych sieti.

(Jazyk je nad abecedou Sigma = {0,..., 9,/}, prikladom slova z neho je 0907/123456.)
Dokazte spravnost’ vasej konsStrukcie. Kol’ko najmenej neterminalov potrebujete?

Riesenie : vytvorime gramatiku G = ({S},{0,..,9,/},P,S}, kde
P={ S - 0900/000000 | 0900/0001 ... 0909/999999 }

Dokazovanie spravnosti nie je nutné, je vidno z konStrukcie. Pouzili sme iba jeden
neterminal.

Pozn. Vyuzili sme faktu, Ze mnoZina vSetkych telefonnych ¢isel do mobilnych sieti je

konec¢na (jazyk L obsahuje kone¢ny pocet slov) a preto tento jazyk mozeme generovat’
priamo a mnozina pravidiel bude konecna, ¢o je podmienka pre frazové gramatiky.
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Dané je gramatika G= (N, T, P, S), kde N={S, 4, B, C, D, F, P}, T= {a, b} a
P={ S>aC|ASA|bb

A > AC|AAC | SFC

B = Da

C->ab|CaC

D - BB|Sa

F>FCl|A

P > aAbP | A4 | P

}
(Konstrukciou z prednasky odstrafite z tejto gramatiky vetky nedosiahnutel’né)

(neterminaly. )

Riesenie :
Dosiahnutel'né neterminaly :  Ho = {S}
H1 = {C,A} |\ Ho
H, = {F} UH; =H = {S,A,C,F}

Postup : V prvom kroku mézeme dosiahnut’ len S, v dal'Som z S méZeme dosiahnut’ aj C
a A av d’alSom kroku z A m6zeme dosiahnut’ F, tym postup konci.

Nova gramatika je : G* = (N’,T’,P’,S’), kde N’ = {S,A,C}, T’=T,S =S a
P'={S —2aC|ASA|bb

A 2> AC|AAC|SFC

C —2>ab|CaC

F 2> FC|A

}

Gramatika G’ generuje ten isty jazyk ako G, tj. L(G”) = L(G). Je to dané tym, Ze sme
odstranili iba nedosiahnutel'né netermindly a ich pravidl, takze nemohol nastat’ pripad,
ze by tieto pravidla boli pouzité pri nejakom generovani urcitého slova.

Pozn. Je vhodné si v§imnit, Ze stacilo vzdy odstranit’ cely riadok pravidiel, a nenastal
pripad nutnosti odtrailovania iba urcitej ¢asti pravidiel z jedného riadku.
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Luboss
Konštrukciou z prednášky odstráňte z tejto gramatiky všetky nedosiahnuteľné
neterminály.

Luboss
odstráňte

Luboss
nedosiahnuteľné

Luboss
neterminály.


Dané je gramatika G= (N, T, P, S), kde N={S, 4, B, C, D, F, P}, T= {a, b} a
P={ S>aC|AS4|bb

A > AC|AAC | SFC

B = Da

C->ab|CaC

D = BB | Sa

F>FC|A4

P> adbP|AA | P
!
(Konstrukciou z prednasky odstrafite z tejto gramatiky vSetky netermindly, z ktorych sa)
(neda odvodit’ terminalne slovo)

RieSenie:

Zostrojime mnozinu neterminalov, z ktorych sa da zostrojit’ terminélne slovo.
Ho = {S,C}
H1 = {D} |\ Ho

H,= {B} UH, =H = {S,B,C,D}

Postup : Postupne priddvame netermindly, z ktorych sa da urcite urobit’ termindlne slovo.
V prvom kroku to st iba S a C vd’aka pravidlam S=>bb a C>ab, tj. Pravidla, kde sa
vpravo objavuju iba termindly, lebo o ziadnom neterminéle nevieme povedat’, ¢i sa da
previest’ na terminal. V d’alSom kroku uz mozeme pridat’ D vd’aka pravidlu D->Sa ,

lebo a je termindl a o S uz vieme, Ze sa da na termindl previest’. Takto pokracujeme, az
kym neprestrant pribuidat’ neterminaly.

Pozn. Je vhodné si v§imnit’ neucast’ A. To potrebuje k ukon€eniu v dvoch pravidlach
seba, v tretom F, ale F potrebuje v druhom A, takZe by vznikol nekone¢ny cyklus dvoch
netermindlov a v prvom seba, tak isto by vznikol neukoncitelny cyklus.

Nova gramatika je : G* = (N’,T’,P’,S’), kde N’ = {S,B,C,D}, T’=T,S’=S a
P'={S>aC|bb

B > Da

C->ab|CaC

D = BB | Sa

}

Pozn. Na rozdiel od ulohy 4.5, kde sa odtraniovali nedosiahnutel'né neterminaly a kde sa
mazali celé riadky pravidiel, tu je nutné skontrolovat’ korektnost’ po odstraneni
netermindlov a ich pravidiel a odstranit’ aj pravidla, ktoré umoznuji ich vznik, v naSom
pripade to bolo pravidlo S>ASA.
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Konštrukciou z prednášky odstráňte z tejto gramatiky všetky neterminály, z ktorých sa
nedá odvodiť terminálne slovo


(_ Pomocou kone¢ného poctu pouziti homomorfizmu jazykov, inverzného homomorﬁzmu)
(jazykov, zretazenia, zjednotenia a prieniku zostrojte z jazyka)

Li={w|wpatrido {a, b} ; #.(w)=#o(w)}

Ly = {w|wpatrido {a, b, c}* ; Ha(w) = #u(w) = #c(w)}

Li<>{a"b"| neNg}’

RIESENIE :
Definujeme homomorfizmy:
hi(a)=¢ hy(a) = a
hi(b)=a ha(b) =¢
hi(e)=b h(e)=b

Potom L, = hl-l(Ll) N hz-l(Ll)

Prvy inverzny homomorfizmus mi vytvori mnozinu {we {a,b,c}* | #,(w) = #:.(W)}, tj.
Vsetky slova s rovnakym poctom b a ¢ a 'ubovol'ne povkladanymi terminalmi (a aj ich
lubovolnym poctom, lebo h;(a) = g). Druhy vytvori mnozinu {we {a,b,c}* | #i(w) =
#.(w)}. Ich prienik bude poZadovand mnozina, prepojenie je viazané na pocet terminalov
¢, od ich poctu zavisi pocet a aj pocet b.
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Luboss
Pomocou konečného počtu použití homomorfizmu jazykov, inverzného homomorfizmu
jazykov, zreťazenia, zjednotenia a prieniku zostrojte z jazyka

Luboss
jazyk


Nech G je bezkontextova gramatika. Ozna¢me D(G) gramatiku, ktord vznikne z G odstranenim
nedosiahnutelnych neterminalov. Podobne ozna¢me 7(G) gramatiku, ktord vznikne z G odstranenim
netermindlov, z ktorych nie je mozné dosiahnut’ termindlne slovo.

Porovnajte mnoziny L(D(7(G))) a L(G).
Porovnajte mnoziny L(7(D(G))) a L(G).

RISENIE :

Pomoze nam uvedomit’ si, Ze po odstraneni nedosiahnutel'ny neterminalov ndm vznikne “ekvivalentna”
gramatika, lebo ziaden z termindlov sme nemohli pouzit’ na generovanie nejakého slova, ¢o vyplyva z
nedosiahnutelnosti. Nemohli sme z nich vytvorit’ ale ani neterminalne slovo, takze sa vobec nepodielajii na
generovani slov.

Obtiaznejsie je to s ostranenim neterminalov, z ktorych nie je mozné dosiahnut’ terminélne slovo. Jazyk, ktory
generuje nova gramatika je rovnaky, ale ubudli moznosti generovania netermindlnych slov.

Preto ak najskor odstranime nedosiahnutel'né a potom neterminovatel'né netermindly, generovany jazyk sa
nezmenti.

Ak ale najskor odstranime neterminovatelné a potom nedosiahnutel'né, ubudnu sice v prvom kroku nejaké slova
zloZené z neterminalov, ale tieto sa nedaju previest’ na terminaly a preto ich odstranenim sa generovany jazyk
nezmeni. Po odstraneni nedosiahnutelnych neterminalov sa jazyk tiez nemeni. Tento druha postup je postupom
pre vytvorenie gramatiky v normalnom redukovanom tvare.

Zaver : L(D(T(G))) = L(G).

L(T(D(G))) = L(G).
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Predpokladajte, ze v Specifikacii programovacieho jazyka Pascal nie je povedané, ze else sa vztahuje k

vvvvv

rozne.
Riesenie:
Ide o priklad z prednasky, tj. o problém typu:

if a>5 then
if b>5
then
writeln(‘ano’);
else
writeln(‘nie’);

No a to else by sa mohlo vztahovat’ na pripady a<=5 ale aj b<=5, preto t4 nejednozna¢nost’. Rada na zéaver :
najdite si lepsi programovaci jazyk, ako je napr. C a mate po problémoch s rieSenim problému.
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Je dané bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S), kde N= {S}, T = {a, b},
P=1{8->aS|S5b|bSa|epsilon }.
(Dokéite, ze gramatika je jednoznacna.

Riesenie : gramatika nie je jednozna¢nd , je nejednoznacnd, jebo existujii dve krajné odvodenia jedného
slova, a to napriklad slova ab:

S > aS > aSb 2> ab

S >(Sa)> aSb > ab,

kde prvy krok odvodenia je evidentne rozdielny, ale odvodené slovo je to isté, a vzdy ide o krajné
odvodenie (v nasom pripade l'avé aj pravé sticasne)
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Luboss
Dokážte, že gramatika je jednoznačná.

Luboss
Sa


Zostrojte frdzovu gramatiku, ktord bude generovat jazyk L = n > = 0}. Ukazte, ako

sa da vo vasSej gramatike odvodit fubovolné slovo z L. Struéne zdévodnite, preco sa

(Ziadne iné slovo odvodit neda.)

RieSenie :

Nech G = (N,T,P,S), kde

N = {S,B,E,R} - B jako BEGIN,R jako RUNER, E jako END
T={a}
P={S > BaE|¢ - zaCneme, alebo ¢
B>BR|e - zaCiatok vypusta bezca, alebo sa ukonci ¢innost
Ra - aaR - bezec duplikuje a¢ka pred sebou
RE 2> E - na konci zlikvidujeme bezca
R->¢ - ukonCujeme cinnost
H

Ak dostaneme slovo v tvare g2 N>0, tak pouZijeme najskor prvé pravidlo

S->BaE, potom n-krat vygenerujeme bezZca, nechdme ho prebehnit slovom (3.
pravidlo) a zdvojnasobit vzdy pocty a€ok a na konci ho vzdy zruSime, na konci tohoto
cyklu zruSime zaciatok a koniec (B a E).

Doévod, preco sa neda ni¢ iné vygenerovat' :

Bud' na zacdiatku vygenerujeme ¢ , alebo pouzijeme pravidlo S-> BaE, ale potom ked
vypustime beZca, musi prejst na koniec, lebo inde sa neda zrusit, a teda vzdy
zdvojnasobuje pocet acok.
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Zostrojte frázovú gramatiku, ktorá bude generovať jazyk L = {a2n | n > = 0}. Ukážte, ako
sa dá vo vašej gramatike odvodiť ľubovoľné slovo z L. Stručne zdôvodnite, prečo sa
žiadne iné slovo odvodiť nedá.


(Zostrojte frazova gramatiku, ktord bude generovat’ jazyk)

L= {x#y| x,y su cisla v dvojkovej sustave také, ze x < y}. (L je jazyk nad abecedou {0, 1,#}.) Strucne
zddvodnite, ze vasa gramatika naozaj generuje tento jazyk - teda ze viete odvodit’ vSetky slova z L a neviete
odvodit’ ni¢ iné.

Riesenie : G = (§,{0,1,#},P,S)
T={S,BRATE}—B—BEGIN, R— RUNNER, E—END, A - ADVANCER
P={ S > BO#IE -vygenerujem minimalnu moznost

B 2BR | e - vybehne bezec, alebo ukoncenie generovania zmien
RO 2 OR - prechod bezca cez cifry
RI 2 IR

RE 2 AE | E - bezec moze zvySovat o 1 druhé slovo alebo ho nemenit (ked je na konci)

R# 2 A#T | #R - ked je bezec v strede, moze zvySovat o 1 vpravo aj vlavo alebo prejst

04 2> 1 - zvySenie () o I znamend zmenu na 1

14 2 A0 - zvySenie 1 o 1 znamend zmenu na 0 a zvysnenie o 1 predni cast

BA 2 Bl - ak som skoncil az na zaciatku, treba dat’ na zaciatok 1

#A 2> #1 -podobne v druhej casti, len zaciatok je # (114 -> 140 -> A10-> 111

70 2 0T -kedZe treba zvysovat od konca, v druhej casti prejde T na koniec a zmeni sa na A
T1 =2 IT

TE > AB - zmena

E 2¢}

Princip je zalozeny na zvysovani o 1 lavej aj pravej casti sucasne, alebo len pravej. Na zaciatku sa
vygeneruje bezec, ktory prejde do stredu, tam ma 2 moznosti, bud’ prejst na druhu stranu alebo dat signal
na zvusovanie o 1 pravej aj lavej casti, tj vygeneruje symbol A na konci lavej, a pomocny symbol T na
pravej. T prejde na koniec pravej casti a zmeni sa na A, kde zvysi pravu ¢ast o 1. R malo moznost prejst cez
stred a dojst na koniec, tam sa zmenit' na A alebo zaniknut.

To, Ze jazyk generuje prave jazyk L je dané jeho funkcio, lebo urcite lava strana je aspoit o 1 mensia nez

prava a ked’ ju zvicsime, zvdcsi sa aj prava. To, Ze generuje vsetko je dané zvySovanim lavej strany o 1,
takze mozeme lavu stanu dostat' na lubovolnu hodnotu a pravi ndsledne na lubovolnu vacsiu.
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Zostrojte frázovú gramatiku, ktorá bude generovať jazyk


ULOHA

Dana je bezkontextovéa gramatika G = (N, T, P, S), pricom N = {S, A, B, C, D, F}, T = {a, b},
P={ S - AaF|CbSbDaBaa|baADba

A >¢|aB

B = ¢ |ba| CaDaBbFba

C > A|bcc| ABC

D - ACB | CFB

F = aFa|abaA }
(Zostrojte taku bezkontextovii gramatiku G', ktora neobsahuje € na pravej strane Ziadneho pravidla)
((bezepsilonovu))a plati L(G) = L(G'). Pouzite konstrukciu z prednasky.

RIESENIE :

Ked’Ze dana gramatika ge bezkontextova a negeneruje €, tak tlloha je riesiteI'na (nova gramatika nemoze
vygenerovat’ €)

Zostrojime zinu miznucich neterminalov , tj. tie, ktoré sa daju previest’ na € alebo na postupnost’ uz
mizntcich netetminalov :

Zostrojim (G = PSS N'=N, T’=T,S =8,
k k k k . *
P'= Lunru & —>unu.nt..unu € P,Viin, e Hyu, (N—H UT) ,

povodnej gramat: C > ABC>*> BC
| CB - atd’.
F - aFa |\abaA | aba}

P>’ moze vyzerat takto (odstrafnujem B=2¢€ z P’ ):

Py’={ S AaF|
A-> aB|a
B = ba | CaDaBbFba | CaDabFba
C—> A|bcc|ABC|e|BC|AC|C
D> ACB|CEB|CB|AC|CF|C
F - aFa | abaA | aba}

bSbDaBaa | CbSbDaaa | baADba | aF | baDba
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Zostrojte takú bezkontextovú gramatiku G', ktorá neobsahuje ε na pravej strane žiadneho pravidla
(bezepsilonovu)


P3” moze vyzerat takto (odstranujem C=>g (Cc (H; - Hy)), vzniklo v prvom kroku kvéli postupnosti
C2>A> ¢)::

P;>={ S - AaF | CbSbDaBaa | bSbDaBaa | baADba | aF | baDba | CbSbDaaa | bSbDaaa
A > aB|a
B = ba | CaDaBbFba | CaDabFba | aDaBbFba | aDabFba
C—> A|bcc|ABC|BC|AC|C|AB|BJA
D> ACB|CFB|CB|AC|CF|C|AB|FB|B|A ¢
F - aFa | abaA | aba}

P4’ moze vyzerat takto (odstranujem D=2g, (D< (H, — H))), vzniklo v predchadzajucom kroku kvéli
postupnosti D>C->¢): :

Py ={ S - AaF | CbSbDaBaa | baADba | aF | baDba | CbSbDaaa | bSbDaBaa | bSbDaaa |
CbSbaBaa | baAba | baba | CbSbaaa | bSbaBaa | bSbaaa

A > aB|a

B = ba | CaDaBbFba | CaDabFba | aDaBbFba | aDabFba | CaaBbFba | CaabFba | aaBbFba |
aabFba

C—> A|bcc|ABC|BC|AC|C|AB|BJA

D> ACB|CFB|CB|AC|CF|C|AB|FB|B|A

F - aFa | abaA | aba}
P4’ uz je hladana mnozina pravidiel, ked’ze ide o0 mnoZinu, este treba odstranit’ duplicitné zapisy
v pravidlach (v predchadzajucich krokoch boli tiez ponechané, v korektnom zapise aj pre zjednodusenie je
vhodné ich vyhadzovat’ ihned’, pre overenie neduplicity sa dajii usporiadat’ abecedne, aspoii s¢asti)

P>={ S - AaF |aF | baADba | baDba | baAba | baba | bSbDaBaa | bSbDaaa | bSbaBaa | bSbaaa |
CbSbDaBaa | CbSbDaaa | CbSbaBaa | CbSbaaa

A —>aB|a

B - aDaBbFba | aDabFba | aaBbFba | aabFba | ba | CaDaBbFba | CaDabFba | CaaBbFba |
CaabFba

C>A|AB|ABC|AC |bcc|B|BC|C

D> A|AB|AC|ACB|B|C|CB|CF|CFB|FB

F - aFa | abaA | aba}

Druhy, praktickejsi postup v tlohe 6.2.
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Dana je bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S), pricom N = {S, A, B, C, D}, T = {a,
b},
P={ S ->aB|BAab

B>CBC|Ch \

C 2> ¢|aCBa

D> BC|C|bBa}

CZostroite takul bezkonte)étovﬁ gramytiku G', ktora neobsahuje epsilon na pravej strane)
(ziadneho pravidla a plati £L.(G) = L(GN).JPouzite konstrukciu z prednasky.

Pouzijeme trochu iny pristup\ako v tllohe 6.1.\a odstranime vsetky naraz:

Ho = {C}
H, = {D}U Ho
Hz = {B}U H1 =H= { C,D}

vorit’ kazdu moznu
ych mazeme (-1 lebo

G =(N,T,P’, S’),kde N=N, T’=T, S’=S a
P’={ S - aB|BAaab | a ( =aB, kde za B sme nahradili €) | Aaab

B CBC|CD|CB|D|C|CC|BC|B
C > aCBa|aBa|aCa]|aa
D > BC|C|bBa|B|ba}
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Zostrojte takú bezkontextovú gramatiku G', ktorá neobsahuje epsilon na pravej strane
žiadneho pravidla a platí L(G) = L(G').


Dana je bezkontextova gramatika G = (N, T, P, S), pricom N = {S, A, B, C, D}, T = {a,

b, c},

P={ S>A|BC|D
A->B|C|aD
B - aDD | SDS
C->S|aCB
D> Dc|b}

Zostrojte bezkontextovli gramatiku G' taku, ze L(G) = L(G') a G' neobsahuje chain rules.
(Chain rule je pravidlo typu F - > P, kde F, P su neterminaly.)

Riesenie : Potrebujeme odstranit’ viaceré pravidla , podeme postupovat’ postupnym
odstraniovanim nepohodInych pravidiel:

Odstranime pravidlo A>B
Pi={ S>A|BC|D|B

A->ClaD

B > aDD | SDS

C->S|aCB

D> Dc|b}

Odstranime pravidlo A>C
P,={ S=>A|BC|D|B|C

A > aD

B - aDD | SDS

C->S|aCB

D> Dc|b}

Nahradime vSetky A dvojicou aD, lebo ind moZnost’ prechodu z A nie je
P;={ S>aD|BC|D|B|C

B > aDD | SDS

C->S|aCB

D> Dc|b}

Odstranime pravidlo C=>S
P,={ S->aD|BC|D|B|C|BS|S

B - aDD | SDS

C > aCB |aSB

D->Dc|b}

Pravidlo S=S mdzeme vynechat’, nijako neovplyvni generovany jazyk,
odstranime pravidlo S>C
Ps={ S->aD|BC|D|B|BS|BC

B = aDD | SDS | CDS | SDC | CDC

C 2> aCB |aSB | aCB

D> Dc|b}
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Zostrojte bezkontextovú gramatiku G' takú, že L(G) = L(G') a G' neobsahuje chain rules.

Luboss
chain rules.

Luboss
Riešenie

Luboss
|


Odstranime pravidlo S=>B
Ps={ S->aD|BC|D|BS|BC|BB
B 2 aDD | SDS | CDS | SDC | CDC | BDS | SDB | BDB | CDB | BDC
C > aCB |aSB | aCB | aBB
D> Dc|b}

Odstranime pravidlo S=>D
P={ S-aD|BC|BS|BC|BB|BD

B 2 aDD | SDS | CDS | SDC | CDC | BDS | SDB | BDB | CDB | BDC | DDS |
SDD | DDD | CDD | DDC | BDD | DDB

C - aCB |aSB | aCB | aBB | aDB

D> Dc|b}

Toto je nasa hl'adand gramatika, teda jej pravidla odvodzovania.
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(Zostrojte bezkontextovl gramatiku generujiicu jazyk)L = {w | w patri do {a, b}* ; Ha(W) = #u(W)}.
Dokéazte spravnost’ svojej konstrukcie.

Riesenie :

RieSenie sa nachadza v skriptach (Forméalne jazyky a automaty, poznamky z prednasSok, verzia 0.98) na strane
96, takze nevidim dovod, preco nie¢o vymyslat, kdo ich nema po ruke tak tu je rieSenie :

G = (N,{a,b},P,S) N ={S,A,B}
P={ S->¢|aB|bA

A 2> aS|bAA

B > bS | aBB

}

Doékaz ocakava zdujemcu v spomenutych skriptach.
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Zostrojte bezkontextovú gramatiku generujúcu jazyk


(Zostrojte DKA akceptujuci jazyk L = {a" | 2| n v 3| n}. Dokazte spravnost’ svojej)

(konstrukcie. )

Riesenie :

A=, Z={a},d,qo F), kde K= {qo, q1, 92, 93, 94, 95),

F=1(qo, q2, 43, q4}-
Prechodové funkcia ma tvar:

0 (qoa a) = {ql}
0 (qla a) = {qZ}
0 (qza a) = {q3}
0 (q3a a) = {q4}
0 (q4a a) = {q5}
0 (q5a a) = {qO}

Doékaz neformalne:

Index stavu q je rovnaky ako zvySok po deleni poctu a cislom 6. Ked’ je zvysok 0,2,4, tak
je cislo delitel'né 2-mi, ak je 0 alebo 3, tak je deliteI'ny 3-mi, preto ak na konci vypoctu
automatu som v niektorom z uvedenych stavov, tak je slovo z L a ak nie, tak zvySok po
deleni 2 ani 3 nie je nula a to je ekvivalentné tomu, Ze slovo ni je z L.

(Zostrojte NKA akceptujuci jazyk L = {a" | 2| n v 3| n}. Dokézte spravnost’ svojej)

(konstrukcie. )

Riesenie :

A=(K, 2= {a}, 3, qo, F), kde K = {qo, q1, 92, g3, 94, g5), F = (qo, qp, q¢}-
Prechodové funkcia ma tvar:

0 (qoa a) = {qP‘H}
0 (qoa a) = {th}

0 (qp+1, @) = {qp}
0 (qp, @) = {qpt1}

0 (qpt+1, @) = {qer2}
0 (qt+2’ a) = {qt}
0 (qta a) = {th}

Tento automat sa na zaciatku rozvetvi na dve Casti, jedna akceptuje slovo s parnym
poctom a, druhd slovo s poctom a delitelnym 3-mi.

Poznamka : Dal by sa pouzit’ aj automat z 1. Casti, tento je ale explicitne NKA.
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DKA

Luboss
NKA

Luboss
Zostrojte DKA akceptujúci jazyk L = {an | 2| n Ú 3| n}. Dokážte správnosť svojej
konštrukcie.

Luboss
Zostrojte NKA akceptujúci jazyk L = {an | 2| n Ú 3| n}. Dokážte správnosť svojej
konštrukcie.


(Zostrojte NKA akceptujﬁcijazyk)L = {w|wpatri do {a, b}*, w obsahuje podslovo aba alebo
w obsahuje podslovo bab}. Dokazte spravnost’ svojej konstrukcie. Zamyslite sa, ako by sa
dal skonstruovat’ DKA akceptujtci L.

Riesenie : Inak povedané, automat akceptuje {a,b}*aba{a,b}* a {a,b}*bab{a,b}*.
Takto to mozeme rozdelit’ automat na tri Casti, 1. a 3. akceptuju {a,b}*, 2. akcetuje aba a bab.

A=(K,Z=1{ab},d,qo, F), kde K= {qo, q1a, q1ab, q1b, qiba, q2),

F =(q2}.
Prechodové funkcia ma tvar:

0 (qo, @) = {qo.q1a}
0 (qo, b) = {qo,quv}
0 (q1a, b) = { quav }
0 (qiv, @) = { qiva |
0 (quab, @) = { q2 }
0 (qiba, D) = { q2 }
0 (qza a) = {qZ}

6 (q2, b) = {q2}

Dokaz je tuze trivialni, jak by fekl akademik kofinek a po fiom akademik Legén ©

Aby sme dosli do akceptacného stavu, musime prejst’ cez qo,a -> qqia,b > qiab,a ->q2 alebo
cez qo,b -> qqin,a -> qiva,b ->q2, €0 mi zarucuje, ze akceptujem iba slovo obsahujuce bud’ aba
alebo bab, ktoré je z L.

Ak méame slovo z L a chceme ho akceptovat, staci sa pozriet, kde sa vyskutuje podslovo,
ktoré tam musi byt,, nech je na pozicii s indexom i, potom staci i-1 krat pouzit’ pravidla z qo
na qo, potom akceptovat’ podslovo a potom zvySok slova na stave q, ktory je akcepta¢nym,
takze slovo mi automat akceptuje.

Zamyslenie : Standardnou konStrukciou sa da previest’ na DKA.
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Zostrojte NKA akceptujúci jazyk


(Zostrojte NKA akceptujuci jazyk L = {w | w patri do {a, b} , w obsahuje podslovo aba a)

(z&roven w obsahuje podslovo bab}. Dokazte spravnost’ svojej konstrukcie. Zamyslite sa,)
(ako by sa dal skonstruovat’ DKA akceptujuci L.)

Riesenie: Na rozdiel od ulohy 7.3 (v nej je miesto zaroven alebo), kde stacilo umiestnit’
akceptaciu podslova vedla seba, tj. aby automat akceptoval aspon jedno podslovo, v
nasej ulohe je potreba ich dat’ za seba.,v oboch kombinéacidch umiestnenia, tj.( musim
akceptovat’ jazyk pozostavajuci zo slov

{a,b}*aba{a,b}*bab{ab}*

alebo

{a,b}*bab{a,b}*aba{a,b}
Ale! Vznika tu problém, ak sa slova bab a aba prekryvaju, tj. ak ako podretazec je slovo
abab alebo baba. Tieto nepatri ani do jednej mnoziny, takze automat zostrojeny tak aby
akceptoval uvedené mnoziny by akceptoval iba podmnozinu. Musi preto akceptovat’ aj
mnoziny

{a,b}*babaf{a,b}*
{a,b}*abab{a,b}*

Takze graficky bude vyzerat’ nejako takto:
a,b

ST G
%@@M &5

Poznémka : vynechal som oznacenie stavov, stacilo by ich 'ubovolne pomenovat’.

Dokaz, Ze automat akceptuje iba slova z L je pomerne jednoduchy, aby presiel z prvého
do posledného stavu, musel by pouzit’ jeden zo Styroch prechodov, v kazdom z nich sa
nachadza slovo pozadovaného podtvaru.

Opacny dokaz je trochu tazsi. Postup by bol asi taky, Ze ked’ mam slovo z L, tak je bud’
typu ze najskor ide bab a potom aba alebo opacne (sucasne samozrejme nemdzu).

Ak mam prvy typ, tak podslovo bab je na pozicii povedzme i. TakZe najskor akceptujem
prvych i-1 znakov bez prechodu na d’al’si stav. Potom niekde d’alej sa musi nachadzat’
podslovo aba, nemo6Ze byt’ na pozicii i, méze byt na i+1, i+2 byt nemoze, i+3 a viac byt
mdze. Oba pripady mi automat dokdze akceptovat’. A tak isto sa da dokazat’ pre opacné
poradie podslov.
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aba

Luboss
bab}.

Luboss
Vzniká tu problém, ak sa slová bab a aba prekrývajú,

Luboss
Zostrojte NKA akceptujúci jazyk L = {w | w patrí do {a, b}*, w obsahuje podslovo aba a
zároveň w obsahuje podslovo bab}. Dokážte správnosť svojej konštrukcie. Zamyslite sa,
ako by sa dal skonštruovať DKA akceptujúci L.

Luboss
NKA

Luboss
musím
akceptovať jazyk pozostávajúci zo slov
{a,b}*aba{a,b}*bab{a,b}*

Luboss
{a,b}*bab{a,b}*aba{a,b}

Luboss
{a,b}*baba{a,b}*

Luboss
{a,b}*abab{a,b}*

Luboss
aba{

Luboss
bab{

Luboss
bab{

Luboss
aba{

Luboss
baba{

Luboss
abab{

Luboss
a a
a
b b

Luboss


Luboss
a
a
b
b

Luboss


Luboss


Luboss


Luboss
Riešenie:


Dany je nedeterministicky kone¢ny automat A = (K, X, 9, qo, F), kde
K= {qO, q1, q2, g3, q4}’ S= {a’ b} aF= {q4}
Delta funkcia je dana nasledovne:

8(qo, @) = {qo, q1}

8(qo, b) = {qo}

8(q1, @) = {q3, g4}

8(q1, b) = {q2}

3(‘12, a) = {q3}

8(q2, b) = {q1, q2}

3(‘13, a) = {qZ}

8(qs, b) = {q2}

6(qa4, b) = {qs}

(Zostrojte ekvivalentny deterministicky kone¢ny automat.)
RieSenie:

Automat A’ = (K’,%, §°, qo, F’), kde F* = {qo134, qo1234}, ostatné sa da urcit' z 5’.
8'(qo,a) = {qo1}
0°(qo,b) = {qo}

' Stav qgla b
0'(qo1,a) = {qo134} 0 01 0
0’(qo1,b) = {qo2}
0°(qo134,2) = {qo1234} S -
o’ ,b) = avq|a

(qo134,b) = {qo23} ; o .
0'(qo2,a) = {qo13} 1 3,4 2
6’(qo2,b) = {qo12} 01 0134 |02
0°(qo1234,2) = {qo1234} S -
o’ ,b) = avq|a

(qo1234,b) = {qo123} ; o .
8°(qo23,a) = {qo123} 1 34 2
0’(qo23,b) = {qo12} 3 2 2

4 - 3
8’(q013,a) = {q01234} 0134 01234 | 023

0’(qo13,b) = {qo2}

8°(qo12,a) = {qo134}
8°(qo12,b) = {qo12}

0’(qo123,a) = {qo134}
0’(qo123,b) = {qo12}

Postup odvod’ovania je zrejmy z tabuliek pre qo, qo1 a qo134.
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Zostrojte ekvivalentný deterministický konečný automat.


ZADANIE:

Dany je NKA A = (K, %, §, qo, F), kde:

K= {qo, q1, @2, g3, 94}, Z = {a, b} a F = {qu}.
0 funkcia je dana nasledovne:

6(qo, @) = {qo, q1}

8(qo, b) = {qo}

0(q1, @) = {qs, qa}
0(q1, b) = {q2}

8(q2a a) = {q3}
3(q2, b) = {q1, ¢}
3(%, a) = {q2}
0(q3, b) = {q2}
6(qs, b) = 1qs}

Zostrojte ekvivalentny DKA. //(zrus prechody na €)

RIESENIE:

DKA Automat A’ = (K’,%, &°, qo, F’), kde F* = {qo134, Qo1234}, Ostatné sa da urcit’ z 6’:
6'(qo, @) = {qo1}
6’(qo, b) = {qo}

' Stavq | a b
8'(qot, @) = {qo134} 0 0,1 0
0’(qo1, b) = {qo2}
0’(qo134, @) = {qo1234} Stavq | a b
o’ ,b)=

(o134, b) = {qo23} 0 0.1 0
8'(qo2» @) = {qois) I 34 12
6’(qo2, b) = {qor2} 01 0134 |02
0’(qo1234, @) = {qo1234} Stavq | a b
o’ ,b)=

(Qo1234, b) = {qo123} 0 0.1 0

1 3,4 2
3 2 2
4 i 3
0134 | 01234 | 023




0’(qo23, b) = {qo12}

6’(qo23> @) = {qo123}

9’(qo13, @) = {qo1234}
8’(qo13, b) = {qo2}

0’(qo12, @) = {qo134} .E

’(qo12, b) = {qoi2}
0’(qo123, @) = {qo134}
3’(qo123, b) = {qo12}

Postup odvod'ovania je zrejmy z tabuliek pre qo, qo1 @ qoi34.



Dany je nedeterministicky kone¢ny automat A = (K,{a, b}, 6, qo, F), kde

K ={qo, q1, 92, 93, 94} a F = {qo, qa}
delta funkcia je dand nasledovne:

5(qo, @) = {q1, q3}

5(qo, b) = {92, q4}

6(q1, @) = {q2}

5(q2, b) = {qs}

6(qz,\e)) = {q4}

6(qs, @) = {qo}

6(q3, b) = {qu, q4}

(94, @) = {qo}

(Zostrojte ekvivalentny deterministicky kone¢ny automat.)

Riesenie :
Najskor odstranime ¢ - prechod )zruSenim daného pravidla a pridanim stavu q4 do tych
pravidiel, kde sa prechadza na qq, tj. 8(q1, a) = {q2,q4}.

Novy automat A’ bude mat’ prechodovi funkciu Stav q a b
0’ podrla tabulky, okrem riadkov pre stavy 1,2,4, 0 13 24
tieto novy automat nepotrebuje, ked’ze sa do nich
. e - . 1 24 -
“nevie dostat’ “ — nie ako do samotného stavu ako
napriklad do stavu 3. 2 - 3
3 14
Akceptacné budu stavy : p
F = {qo, 924, qo24, q14, qo13, 234, 01234, 124, 1234, 13 024 14
Qis4) 24 0 3
024 013 234
14 024 -
013 01234 124
234 0 134
01234 01234 1234
124 024 3
1234 024 134
134 024 14
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e

Luboss
odstránime e - prechod

Luboss
Zostrojte ekvivalentný deterministický konečný automat.


zeby "prasiatkovy" normalny tvar ?

(Dokazte Ze nedeterministické kone¢né automaty s pociatoénym stavom, do ktoreho)
(neexistuje Ziadny delta-prechod as)iedinym{koncovym stavom, z ktorého neexistuje)
(ziadny delta-prechod, st normalnym tvarom pre kone¢né automaty.)

Riesenie :

Pomerne trividlna tlloha.Potrebujeme dokazat, Ze trieda jazykov generovana NKA

a pozadovanym typom automatu je rovnaka, sta¢i nam ukazat’, ze l'ubovol'ny NKA vieme
prerobit’ na pozadovany typ a a automat zadaného typu vieme prerobit’ na NKA.

Prerobenie zadaného typu na NKA je bez prace, ked’Ze dany typ je uz typu NKA.

Opaénym smerom, prerobenie zadaného NKA A = (K, %, 6, qo, F) na pozadovany tvar
urobime nasledovne :
1. pridanim dvoch novych stavov, a to qp2K, qe2 K,
2. zmenou prechodovej funkcie § pridanim pravidla d(qu,e) = {qo} a pravidiel
3(qi,e) = {qe} pre kazdé qie F
3. Zmenou pociato¢ného stavu na qp a mnoziny akceptacnych stavov na {q.}

Doékaz, ze jazyk akceptovany povodnym automatom a novym automatom je ten isty
je jednoduchy.

Ak sme mali v povodnom akceptacény vypocet, tak v novom prejdem pomocou € zo
stavu gp na qo, d'al’si vypocet sa nezmeni az po pévodny akceptacny stav, ked uz
vstupné slovo je g, tam prejdem pomocou € zo stavu q; na qe, a ten je uz akceptacny.

Ak mam v novom automate akceptacny vypocet na nejakom slove, tak automat
zacina a konci nejakym ¢ - prechodom, ale tie nemenia vstupné slovo a z druhé
a predposledného stavu v novom automate existuje ekvivalentny vypocet

v povodnom automate.
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Dokážte, že nedeterministické konečné automaty s počiatočným stavom, do ktorého
neexistuje žiadny delta-prechod a s jediným koncovým stavom, z ktorého neexistuje
žiadny delta-prechod, sú normálnym tvarom pre konečné automaty.

Luboss
zeby "prasiatkovy" normalny tvar ?


(Danél je regularna gramatika G = (N, T, P, o). Zostrojte regularnu gramatiku)
(G'=(N', T, P', 6" taku, aby pre jazyk L(G") platilo)L(G') = [L(G)]"

RieSenie :
V novej gramataike je zrejmé, ze N"=N. Pre T plati T"=T U {o'}.

Pouzijeme predpoklad, Ze gramatika je v normdlnom tvare a vSetky pravidla s tvaru NxN alebo
NxTN alebo Nx{&}
(dokaz — no, nie celkom ©, v sktriptach (neoficialnych) na strane 19 ako Lema 4.1.1)

Potrebovali by sme tieto pravidla otocit’ a dosiahnut’ opacny smer. Budeme postupovat’ nasledovnym
postupom:

U pravidiel typu NxN je to jednoduché, ak sme mali pravidlo typu :
a—>P tak ho prepiseme na B> a.
Podobne sa dé postupovat’ u pravidiel typu
a—>ap, prepiseme ich na f—>aa.

Problém nastava s koncovymi pravidlami typu NxT a Nx{e}, pretoZe ani jedno sa neda trivialne
pretocit. Musime preto vytvorit’ Specidlne mnoziny ako [a], resp. [g], ktoré mi oznacuju mnozinu
neterminalov, pre ktoré existuje odvodenie na a, resp €, tj. [a] = {{ | § = a € P.}

S pomocou tychto mnoZzin uz mézem zadefinovat’ zvySok pravidiel.

Potrebujem definovat’ pravidla pre o', ako
c' 2 [g] - otoCenie pravidiel typu N = ¢
o' > afa] -ibaak[a]# - otoCenie pravidiel typu N > a, ak také existuje

Este zostava pridat’ pravidlo o = €, pretoze “prvé pouzité pravidlo” je typu € =2 ©.

Takze strucne, z pociato€ného N priddme 'ubovol'ny mozny T a za nim N, ktoré sa mohli vyskytnit’
na konci povodného odvodenia (slova), resp. prejdeme na N prepisatelny
na ¢ - tieZ musel byt’ na konci. Potom priddvam T ktoré su zviazané s urcitym N. D4 sa tiez na to
pozerat’, ako keby som v pdvodnom odvod’ovani nemazal prepisané N, napr.
o ->aa -> aba -> abbf} -> abb

(o ->aa, o ->ba,o->bp,p->¢)
sa dé zapisat’ aj ako caababf, kde je vidno, Ze kazdy T je obklopeny zlava aj sprava T, a to nam
umozinuje preklopenie naspét’. Na konci musime prejst’ na o, lebo z toho sme vysli v p6vodnom
odvodeni, v novom je to jediny mozny stav, ktorym sa da ukoncit’ nové odvodenie, lebo je to jediny
netermindl, ktory ma prechod na € (v novej gramatike prechod na T nemoZze byt’, lebo sme ju tak
zadefinovali, aby tam nebol).
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Daná je regulárna gramatika G = (N, T, P, s). Zostrojte regulárnu gramatiku
G' = (N', T, P', s') takú, aby pre jazyk L(G') platilo


1. (Dan}'/ je nedeterministicky konecny automat)a‘i =i 2 @ Fl kde
H=igo @ tougefat S=iad, F=iqul

Delta funkcia je dané nasledovne: Sign.a}
Slaa. 5}
(Zostrojte ekvivalentnu regularnu gramatiku.) Efgi.=l
& g5
figs. =]
g2, 3]
flga. =]
£ ga. 3
£ ga. 3

Riesenie : trividlne, iba prepiSeme
G = (N,T,P,qo),

N = {qo, q1, 92, 93, G4}

T = {ab}

P=1{ qo—>aqo|aqi|bqo
q1 = aqs | ads | bqz
q2 2 aqs | bqi | bz
Q3 2 aq2 | b
qs 2 bgs | &}

ek
fgak
{ga. s}
{92}
igat
{g. gt
192}
ige}
iga}

Je vidno postup, akceptovany znak = pripisany, akceptacny stav znamend prechod na «.
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Daný je nedeterministický konečný automat

Luboss
Zostrojte ekvivalentnú regulárnu gramatiku.


(Dan}'/ je nedeterministicky konecny automat)l“'1 = iR {2503, 90. F)  kde

K ={fe 0. 08nQta F =gz g}
Delta funkcia je dana nasledovne:

(Zostrojte ekvivalentni1 regularnu gramatiku.)

Riesenie :
G =(N,T,P,qo), kde

N = {qo, q1, 92, 93, G4}
T = {a,b}
P={ qo—>aqi|aqs|bq2|bqs
q 2 aqe
Q2 2 Qs
q3 2 aqo | bqi | bas
qQs 2 aqo| € }
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Daný je nedeterministický konečný automat

Luboss
Zostrojte ekvivalentnú regulárnu gramatiku.


Nech 4 je NKA,(zostrojte NKA 4'taky 2e)L(A3 = (LA, (L} je reverz jazyka L).

Riesenie:
Mame NKA A s urcitymi pravidlami nad abecedou X.
NechA = (K, Z, 3, qo, F), kde K={qq,...,qn}, F c K.

Budeme potrebovat’ Specialne mnoziny, oznacime ich :

[qi]" = {q €K | qi € 3(q.a) },
tj. mnozina tych stavov, z ktory existuje vypocet do stavu q; pomocou terminalu a.

Mozeme nasledne SkonsStruovat’ automat A’ takto : A’ = (K, X, 6°, q°, F’), kde
K‘'=Ku {q‘},q¢ K, - tj, nejaky novy stav, bude pociatocnym

F* = {qo}, - akceptacny stav je pociato¢ny v povodnom automate,
8(q.a} =[q]*,qe K, ae =
6°(q’.e} =F

Tj. z nového pociatocného stavu q” prejdem najskor na pévodné akceptacné stavy, potom
prechadzam ,,oto¢enymi* pravidlami a ked’ som v pdvodnom pociatocnom stave, tak som
v novom akceptacnom stave.
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zostrojte NKA A' taký že


(Danéje gramatika)G =(N,T,P,S),kdeN={S,A,B,C}, T={a,b} a

P={ S->aC|abA|bb
A->aC|baB|C
B->¢|A
C->ab|aS}

(Zostrojte k nej ekvivalentny konecny automat.)

Riesenie :

Je vhodné mat’ gramatiku v nejakom “normalnom” tvare, tj. aby sa pridaval maximalne
jeden netermindl (I'ahko by sa prevadzalo na automat s pruznou hlavoum ktory vie
nacitat’ viacero znakov naraz — ten je pravdaze ekvivalentny kone¢nym automatom).

Tam kde je viacero terminalov bude poteba pouzit’ nejaké Specidlne (navyse) stavy.

Nech A = (K,{a, b}, 9, qo, F),

pre jednoduchost’ pouzime na oznacenie stavov A,B,C, S = qo. Potom
K= {qO, A’B’C’ q1, 92, g3, q4, q5}

F={qs}

6 (qoa) =1{C,qu}
6 (qo,b) ={qx}

o (q,b) ={A}
0 (q,b) = {qs}
d(A,a) ={C}
8 (Ab) ={qg}
d(qs,a) = {B}
d(Ae) ={C}

d(Be) ={gs, A}
0 (C,a) = {qs qo}
0 (qs,b) = {qs}

Pouzili sme d’al$ie stavy, napr. q; abe sme mohli akceptovat’ S=>abA , (S>aq;, q ?bA)a
podobne.
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Daná je gramatika

Luboss
Zostrojte k nej ekvivalentný konečný automat.


Je dany jazyk L nad abecedou {a, b}:
L= {w [ #a(W)=> #p(W)}
Dokazte, ze L nie je regularny jazyk.

Riesenie : Budeme postupovat’ sporom a predpokladat’ regularnost’ jazyka L.
Pouzijeme pumpovaciu lemu. Vezmeme si slovo w =b"a”, je zrejmé, ze w €L, |w| > p,
preto podla lemy 3x,u,y € Z* také, Ze plati :

I. w=xuy
2. u#te
3. |xu|<p

4. (Vi>0):xu'yeL
Z bodu 2 a 3 dostavame, Ze u = b*, kde k € {1..p} (zdroven vieme, Ze xu = b' pre nejaké 1)
Pouzime bod 4, za i zvol'me 2, dostavame : xuuy = xubky =b"raP tj. vlozili sme do slova b*. Ale
je zrejmé, ze b"*aP ¢ L, lebo #a(W)< #p(W), ¢im dostdvame spor a tvrdenie, Ze jazyk L je
regularny je vyvratené, a teda jazyk L nie je regularny.
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Je dany jazyk L nad abecedou {a, b}:
L = {wit#a(w)= #u(W)}
Zostrojte zasobnikovy automat akceptujlci prazdnou pamétou pre jazyk L.

Riesenie :

A= (K, z , F, ) » Jo, Zo, F), kde

K ={qo} -postaci jeden stav, vSetko bude otdzkou nasledujiceho symbolu a zdsobnika
¥ = {a,b}

I'={Z,ab}

Zo = {Z}

F={} - nepotrbujem Ziaden akceptacny stav

0 (qo,e ,Z) =(qo, €) - prazdne slovo akceptujem

0 (qo,a, @) = (qo,aa) - pamdtam VAcsi pocet

d (qo,b,b) = (qo,bb)

0 (qo,a, b) = (qo,e) -parujem

0 (qoabaa) = (qoag)

0 (qo,e ,a2) = (qo,e) - ak som mal na konci v zasobniku a, tj. bolo viac a, tak ho m6zem vybrat’
a previest’ tak automat do akcepta¢ného stavu (este vyberiem Z)
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Zostrojte zasobnikovy automat, ktory bude akceptovat’ akc. stavom jazyk:
L= {ww"| wpatrido {a, b}"}
Dokazte spravnost’ svojej konstrukcie.

Riesenie:

Pri konStrukeii budem vychadzat’ z poznatku, Ze mojim cielom nie je ur€it’ stred slova a tak nejako
zostrojit’ automat, ale automat, ktorého nejaky vypocet bude slovo akceptovat’ a nebude akceptovat’
ziadne iné slovo. TakZe budem najskor akceptovat’ prvi Cast’ slova a odkladat’ jeho kopiu do zdsobnika a
potom v urc¢itom okamziku sa rozhodnem ho skotrolovat’ so zvySkom a budem postupne vyberat’
odlozené symboly zo zasobniku.

A=(K,Z,F,8,qo,Zo,F),kde

K ={q0,91,92}
Y = {a,b}
I'={Z,ab}
Zo={Z}
F={q2}

d(qo,a,e)=1(qo,a) -ukladdm do zasobnika

0 (qo,b ,e ) =1(qo, b) - ukladdm do zasobnika

0 (qo,a, @) = (qi,e) - zacal som porovnavat na symbole a

0 (qo,b, b) = (q1,6) - zacal som porovnavat na symbole b

6 (q1,a,a) = (q1,e) - parujem

6 (q,b, b) = (qu,e) - parujem

d(qu,e, Z) = (q2,Z) - v zasobniku nezostalo ni¢ na porovnanie, takisto sme akceptovali celé slovo, tak
prechadzame do akceptacného stavu

Dokaz : L < L(A)
Majme slovo u = ww € L. Potom existuje akceptujuci vypocet :

(qo,Ww,Z) F*@1 , W,ZwW") F*(q1,6,2) - (q2, &, €)

V prvom kroku sme pouzivali pravidld na vkladanie do zasobniku pokym sme tam nevlozili celé slovo
w, potom sme presli do stavu q; a zacali porovnavat’ zasobnik so zvySkom slova, a po prejdeni na koniec
sme pozili posledné pravidlo na prechod do akcepta¢ného stavu.

Dokaz: L(A)c L
Potrebujeme ukézat’, ze kazd¢ akceptované slovo mé pozadovany tvar.

Akceptacny vypocet na 'ubovolnom slove u = aj...a, musi obsahovat’ vypocet takéhoto tvaru :

(qo,ai...an, Z) -(qo,az...an, Za1) -(qo,as...an, Za1a2) ...  (qo,am...an, Z a12223...am-1) -
(q1,8m¢1...8n, Z 218283...am2) F—(q1,ami2...8n, Z @12283...8m3) ... - (q1, €, Z) (q2, Z)

Najskor musime pouzit’ m-krat pravidla pre stav qo, potom mdzeme pouzit’ pravidla pre stav qi, a to
prave m-krat a prislusné k pouzitym v stave qo , na koniec musime pouzit’ pravidlo na prechod do stavu
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qo, ktory je akceptacny. V momente prechodu uz nemézem mat’ Ziadne vstupné slovo, lebo v stave q» uz
ho neviem akceptovat, takisto v zasobniku uz nemoze byt ni¢ iné ako Z, inak by som nemohol prejst’ do
stavu qp.

Tym je dokazané, Ze automat akceptuje iba slova jazyka L a preto plati dokazovana rovnost.
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Ozna¢me PDA47 taky zasobnikovy automat, ktory ma vel'kost’ zdsobnika obmedzenti na 47 znakov.
Zadefinujte takyto automat (napiste Standardé¢ 4 definicie). Rozhodnite, ¢i PDA47 tvoria normalny tvar
zasobnikovych automatov (t.j. ¢i pre kazdy zasobnikovy automat existuje PDA47 automat, akceptujici ten
isty jazyk). Ak d4no, dokazte, ak nie, charakterizujte triedu jazykov, ktort PDA47 akceptuju.

Riesenie :

Definicia 1 Nedeterministickym zasobnikovym automatom typu PDA47 nazyvame 7-ticu
A=K, Z,T,d,qo, Zo, F), kde

K je kone¢nd mnozina stavov,

Y je abeceda vstupnych symbolov,

I' je abeceda zasobnikovych symbolov,

qo je pociatocny stav,

Zy je pociatocny symbol v zasobniku,

F ¢ K je mnozina akceptacnych stavov a

0 Kx{¥ u g} xI'> 25 o je prechodova funkcia.

Definicia 2 Konfiguraciou nedeterministického zasobnikového automatu typu PDA47 nazyvame trojicu
nekKxX*xg,
kde g cT*a (gl <47.

Definicia 3 Krokom vypoctu nedeterministického zdsobnikového automatu A typu PDA47 nazyvame
relaciu - na mnozine konfiguracii definovanu nasledovne:

(9, au, az)l-a (p, u, af) <(p, B) € 6 (q, a, 2).

Definicia 4
Jazykom akceptovanym nedeterministickym zasobnikovym automatom A typu PDA47 akceptaénym
stavom nazyvame mnozinu

L(A) = d@er{w | 3qr € F, (g0, W, Zo) F*a (qF, &, @)}

Jazykom akceptovanym nedeterministickym zasobnikovym automatom A typu PDA47 prazdnou paméit'ou
nazyvame mnozinu

N(A) = def{W| 3q > (qO, W, ZO) |_*A (q’ g, 8)}

Otazka, ¢i PDA47 tvoria normdlny tvar zdsobnikovych automatov je relativne lahkd, odpoved je nie.
Zasobnikové automaty typu PDA47 akceptuju triedu regularnych, trieda PDA47 je ekvivalentnd triede
nedeterministickych kone¢nych automatov. Zdovodnenie : kedze méme max. 47 symbolov v zasobniku a
abeceda zasobnikovych symbolov je tiez kone¢na, moéZeme funkciu zdsobnika nahradit’ stavmi (kone¢nym
poctom stavov), kde pri odvodeni nového NKA budem mat’ navyse stav pre kazdu konfiguraciu zédsobniku
(odhadom maximalne (T[+1)*’, & je kone¢nd hodnota). Potom uZ iba stadi prislusne modifikovat
prechodovu funkciu a dostaneme NKA.

To ze PDA47 akceptuju reguldrne jazyky je zrejmé, staci prepisat’ prislusSny NKA do PDAA47, ¢o je trividlne.
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Rozhodnite a dokazte, ¢i je jazyk L= {ai | ije prvocislo}
regularny.

Riesenie: Jazyk L nie je regularny.

Doékaz: Budeme postupovat’ sporom a predpokladat’ regularitu jazyka L. Pouzijeme
pumpovaciu lemu.

Majme p z pumpovacej lemy, vezmime si slovo w = a/, kde j je nejaké vicsie prvodislo.
Potom musia
Ix,u,y € X* také, ze plati :

I. w=xuy
2. u#te
3. |xu|<p

4. (Vi>0): xuiy el
Z toho dostavame ze u je nenulova mocnina a, povedzme a“ (k< p, nepodstatné).

Teraz je otazne, ¢i pre kazdé i v bode 4 dostaneme prvocislo, je potreba ukéazat’, Ze to
tak nie je. Zvol'me za i v bode 4 hodnotu j.

Dostavame, ze ¢ 0 e, lenze &islo j+j.k = j (k+1) evidentne nie je prvocislo a preto
neplati pumpovacia lema, ¢im dostdvame spor s regularitou jazyka L.
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Rozhodnite a dokazte, &ije jazyk L= {a'b'c" | k < min(i,j)}
regularny.

Riesenie: Jazyk L nie je regularny.

Doékaz: Budeme postupovat’ sporom a predpokladat’ regularitu jazyka L. Takto definovany
jazyk by spiiial pumpovaciu lemu. Poméze nam vedomost, Ze ak L je regularny, tak aj L*
musi byt’ regularny (cvicenie 8.8).

LR = {c"t'a’ | k < min(i,j) }
Tento uz pumpovacej leme neodola, ukazme:

Majme p z pumpovacej lemy, vezmime si slovo w = a’b"c”, potom musia
Ix,u,y € X* také, ze plati :

I. w=xuy
2. u#te
3. |xu|<p

4. (Vi>0):xu'yeL ‘

Z toho dostavame Ze u je nenulova mocnina ¢, povedzme ¢’ (j < p, nepodstatné),
zvol'me za i v bode 4 povedzme 2, dostavame, e c”’bPaPeL, ale to je zrejme spor,
takze jazyk L ne6ze byt regularny.
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Rozhodnite a dokazte, &i je jazyk L= {a'blc" |k # i+j}
regularny.

Riesenie: Jazyk L nie je regularny.

Dékaz: Budeme postupovat’ sporom a predpokladat’ regularitu jazyka L. Potom musi platit’
pumpovacia lema:

Majme p z pumpovacej lemy, vezmime si slovo w = a’c”', potom musia

Ix,u,y € X* také, ze plati :

I. w=xuy
2. u#te
3. |xu|<p

4. (Vi>0): xuiy el ‘
Z toho dostdvame Ze u je nenulova mocnina a (ue {a}*), povedzme @ (j < p, nepodstatné).

Aby platila pumpovacia lema, museli by sme dokazat’, ze existuje j € {1,..,p} také, ze pre

kazdé i plati :
ptji#p+pl
Uvedent nerovnost’ sa ale neda pre kazdé i dokazat, €o je vidno z nerovnice v tvare
Ji#p!
kde vieme, ze 1 <j <p, a preto j | p! (j deli p!). Preto ak v bode 4 zvolime zai=p! /],
dostaneme sa do sporu s tvrdenim, e a”?'c”?'eL.
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Dokazte, ze ku kazdému zasobnikovému automatu existuje ekvivalentny, ktory ma [['| = 2.
Riesenie :
Existuje viacero rieSeni.

1. Mnozinu stavov zakédujeme do binarnej stistavy s premenlivou dizkou. Ak by sme mali
ocislované zasobnikové symboly 1 az n, tak pre vlozenie 1 vlozime 01, pre 2 vlozime 011
atd’. Potom staci prerobit’ povodny automat takymto spdsobom:
Ak sme mali v pdvodnom nejaku takuto prechodova funkciu
8(di, a, zx)= (pj, 21)
tak musime najskor zabezpecit, ze pre novy vypocet bude na vrchu zésobnika symbol z :
Sr(qia a, 1) = (qia1, ), Sr(qiala & 1) = (qia2, €) 5.5 8’(qiﬂ(k-l)a e, 1) =(qix, &)
V tomto stave ocakavame na vrchu 0 ako ukoncenie jedni¢iek identifikujucich symbol
v zasobniku, ak sa tam nachadza, tak mézem prejst’ na d’al’si stav.
d'(qiaks €, 0) = (pj, [z]) , kde [z] je vyjadrenie v tvare, ktory sme definovali.

2. Dal43ie a asi elegantnejsie rieenie je zadefinovat’ zasobnikové symboly v binarnej stistave
s konstantnou dizkou. To znamena, Ze ak mam pocet symbolov v povodnej abecede I' do 2",
tak mi staéi pouzit’ dizku konitantni dizku n (tj. pocet 0 a 1 ktoré musim nagitat’ zo
zasobnika, aby som vedel identifikovat’ povodny symbol). Pri odvod’ovani nového automatu
budeme postupovat’ podobne ako v bode 1. Rozdiel bude v tom, Ze budeme mat’ vzdy n
pomocnych stavov pre nacitanie symbolu zo zasobnika, a po prejdeni tychto n krokov uz
viem, aky symbol na vrchu zasobnika bol. Ak mam teda napr. n=3, a v zdsobniku mam
000010111 (¢itam sprava), tak navrchu mam 111 =7, potom 010 = 2 a na konci 000 = 0.

Dokaz ekvivalencie je vidno z konstrukcie. Snad’ len strucne pre druhy automat:

a) Vsetko, ¢o akceptuje povodny akceptuje aj novy — vypocet bude prebichat’ po tych
istych ,,hlavnych ,, stavoch, len medzi nimi bude vkladat’ vZdy n krokov navyse,
ktorymi nacita zasobnikovy symbol.

b) Vsetko, co akceptuje novy akceptuje aj povodny - ak mam nejaky vypocet v novom
automate, tak sa da rozdelit’ na Casti na ,,povodnych* zasobnikovych symboloch a na
novych. Ked som v €asti na novych symboloch, tak neexistuju pravidla, ktoré by mi
umoziovali nedocitat’ az po nejaky stav, ktory bol zhodny s povodnym.

ESte sa da ukazat, ze v zasobniku bude vzdy n — nasobok symbolov ako v povodnom
odvodeni, to je vidno. Ak

Tolko v stru¢nosti dokaz.
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Ozna¢me PDA42 taky zasobnikovy automat, ktory ma najviac 42 stavov. Rozhodnite, ¢i
PDAA42 tvoria normalny tvar zdsobnikovych automatov (t.j. ¢i pre kazdy zésobnikovy
automat existuje PDA42 automat, akceptujuci ten isty jazyk). Ak ano, dokazte, ak nie,
charakterizujte triedu jazykov, ktort PDA42 akceptuju.

Riesenie :

Ulohu by sme mohli trochu pozmenit’, ak existuje PDA42, existuje aj PDA1, resp. kolko
je najmensi pocet stavov, aby platila ekvivalencia tried.

RieSenim je, Ze triedy su ekvivalentné, teda PDA42 tvoria normalny tvar zasobnikovych
automatov.

Inkltizia smerom PDA42 < ZA je trividlna, ked’ze PDA42 je iba urcitym zazenim
zasobnikovych automatov.

Opacnd inkliizia je pomerne t'azsia, treba nacrtniit’ postup, ako prerobit’ 'ubovolny
zasobnikovy automat na automat typu PDA42. Vzhl'adom na problematiku poctu stavov
a rozli$ovania popisem postup vytvorenia PDA1, ktory spiiia poziadavky PDA42.

V kazdom kroku musime mat’ moznost’ urcit’ z konfiguracie nového automatu
konfiguraciu pévodného automatu. Vyuzijeme toho, Ze pocet stavov zasobnikového
automatu je konecny, takisto aj pocet pismen abecedy I je konecny, mdZeme preto
zadefinovat novli I'” ako mnozinu pripominajucu (a poctom rovnak) mnozinu I' x K, tj.
mnozinu symbolov tvaru napr. {qa | g € ' ,qa € K}.

Naésledne staci vytvorit’ nova prechodovu funkciu ako:

3’(q,a,qu)=() kde () € o(k, a, a)
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Pomocou PDA ukézte, ze trieda bezkontextovych jazykov je uzavreta na operaciu *“vlozenia",
t.j. ukazte, ze ak £z a Lzsu bezkontextové jazyky, tak aj jazyk

L={uvw swg il sveELs}
je bezkontextovy.

Riesenie:

Mame dva PDA akceptujuce jazyky L; a L, L(A;)=L; a L(Az) = L.
Moézeme predpokladat, ze oba dva akceptuju slovo stavom.

Novy automat A bude tieZ akceptovat’ stavom. Zostrojime ho nasledujucim postupom.

Novy automat si zasluzi novy zaciatok, nech to je stav q,. Ako pociato¢ny symbol nech je Z'".
Najskor si ,,zalozime* spodok zésobnika automatu A; pomocou prechodu
8(qba &, Zo ’) = (q0= Z()’,Z()) >
kde qo je pociatocny stav automatu A; a Z, je pociatocny symbol zdsobnika
v automate A;.
Naésledny vypocet bude prebiehat’ ako v automate v A, podl'a rovnakych pravidiel.

Ked’ sa ale dostanem do akceptacného stavu, musim byt schopny prejst’
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